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o Funciones L complejas

Torres infinitas sorprendentes 2/25



Series de Dirichlet

Una serie de Dirichlet es una expresion de la forma

o

On
ZF’ an € C.

n=1

@ Siexiste o € [—o00, 0) tal que la serie converge para s € C con
Re(s) > o, entonces la serie define una funcidn analitica f(s).

@ Si amn = aman entonces la serie tiene una expresion de la

forma
I 0-ae)".

£ primo

@ Cuando es posible continuar la serie analiticamente a una
funcion meromorfa en todo C obtenemos una funcion L.
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Ejemplo

La funcion ¢ de Riemann

1 1 1 1 —sy—
n=1 £ primo
converge para Re(s) > 1.

@ La funcion ((s) tiene continuacion meromorfa a todo C con
un polo simple en s = 1.

e ((1-n=-5cQpaan>1.

@ Numeros de Bernoulli: By=1, By = 3, By =%, By = —55, By =

] ] _ 5 9] 7 _ 3617
1 Bs=—35.B10= g Bi2= %45 Bau=15 Bie=—Fg, - -
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Caracteres de Dirichlet

Sea y : (Z/NZ)* — Q™ un cardacter de Dirichlet. Podemos
extenderlo a una funciéon de N definiendo x(n) =0si (N, n) # 1.
La serie de Dirichlet asociada a y se define como

— x(n) e
W _ T (-0

n=1 £ primo

Lix,1—38)=

@ En este caso o = 0 amenos que y = 1.

@ Para caracteres no triviales la serie asociada admite
continuaciéon holomorfa a todo C.

o L(x,1—n)=-2x cQparan>1.
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e Funciones L p-adicas
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NUmeros p-adicos

Todo x € Q@ no nulo lo podemos expresar como pkg donde
p 1 a, b. Consideremos la valuacion p-adica

Vp:Q — ZU{oo} X Vp(X) =K.
@ Vp(x) = oo siy solamente si x = 0,
@ Vp(Xy) = Vp(X) + Vp(Y).
@ Vp(X + ) = min{Vp(X), Vo(¥)}.
La valuacion p-adica induce una métrica

1\ ()
‘X’P = (p) )

definimos el campo de los nimeros p-adicos Qp como el
completado de Q con respecto a | - |p.

@ El anilllo de enteros Zp = {x tal que |x|p < 1},

@ de ideal moximal de pZp = {x talque |x|p < 1},

@ y campo residual k = Zp/PZp ~ Fp.

Torres infinitas sorprendentes 7/25



Congruencias de Kummer

A partir de ahora supongamos que p # 2.

Teorema

Sean k,m,n > 1y c € Z no divisible por p.
Sim=n méd o(p¥*t!) entonces

(1= em(1 e )= (1)1 - p )2 med k.

Es decir, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que para todo m=n
méd p— 1,
Im—nlp <d

= |- e - )T (e - ) <e
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La construccion de Leopoldt-Kubota

@ La funcion

f(p- NN Q. e (1-en)(1 - pn ),
es uniformemente continua con la métrica p-adica.

@ El conjunto (p — 1)N es denso en Zp, i.e. podemos extender
f a una unica funcién continua f : Zp \ {0} — Qp.

@ Si definimos

Cpo:Zp\{1} — Qp

1—-58 — —

@ (po(1—n)=(1-p"1)¢(1 - n)paratodo ne (p—T)N.
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De manera similar podemos construir funciones (p o : Zp — Qp
paraa=1,...,p—2; tales que

{pa(1=n)=(1-p" (1 - n),
paratodon=a méd (p — 1). En general

B ’wf(nJro)

Cpall—=n)=—(1 - w—(n+a)(p)pn—1)nT7

para todo n € N. Donde el caracter de Teichmduller w es una
seccion de la proyeccion

7Ly ~F5 x (1 + pZp) = Fj
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La tesis de Tate: Cambio de dominio

@ Sed Q(up=) =UQ(rpr) Y G = Gal(Q(ip~)/Q). Entonces G es
isomorfo a Zg via el cardacter ciclotomico

kG175, glépr) = ¢ para geG.
@ Todo x : G — Zj es de la forma
X = wKg,

conwg=w 'k, ac{l,....,0-1}yscZp.
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Teorema
Existe una Unica funcién continua

(o : Hom(G,Z5)\ {r} — Qp,
X =wiky — (pa_1(S);

que satisface
KM = (1 =(P)P"L(¥, 1 = n)

para todo n > 1y para todo cardcter de Dirichlet ¢ de
Gal(Q(pp)/Q).
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La construccion de lwasawa

Recordemos que G = Gal(Q(up=)/Q) = A x I donde
A ~ Gal(Q(up)/Q) y T = Gal(Q(up=)/Q(1p))-
Sea A(G) el dlgebra de lwasawa de G

NG) = Zp[G] = ljim Zp|G/H).
H<G

@ Uncaractery : G — @; induce un morfismo
v NG) — @p.
@ Para p € A(G) definimos p(y) = (u). entonces

pu: Hom(G,Qp) — Qp.
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Elementos de Stickelberg

Sead Gy = Gal(Q(ppr)/Q). Definimos los elementos de Stickelberg
de nivel p" como
1 _
a méd p"
(a.p)=1

Definimos

Yoo = (Zpr)r>1 € Q[Gpe] = limQ[Gp].
k
Sed g = Lp= € Qp[G]. Entonces

m € NG
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La funcién L p-adica

Teorema

Seay: G — @; un cardcter de orden finito y n > 1. Entonces

p (e ") = (1 =)™ )L(¥, 1 - n).

@ El elemento uy estd unicamente determinado por la férmula
de interpolacion.

@ 4 define una funcién en Hom(G,Qp) \ {x}
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© Onjetos aritméticos
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Zp-extensiones

Recordemos G = Gal(Q(up=)/Q) ~Z5 Yy
75 = (Z/PZ)* x (14 PZp) =~ (Z/(p — 1)Z) x Zp.

Sea Q€ el Unico subcampo de Q(up~) fijado por (Z/(p — 1)Z)
entonces Gal(Q°/Q) ~ Zp. Definimos QF como el Unico
subcampo de Q€ que es ciclico de grado p' sobre Q.
Sea K un campo de ndameros.
@ Todo campo de nUmeros admite al menos una
Zp-extension: K€ = KQ°€ la Zy-extension ciclotomica,
@ Para una Zp-extension K., denotamos K; el Unico subcampo
de K, con Gal(K;/K) ~Z/p"Z.
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El teorema de Iwasawa

Teorema

Sea K /K una Zp-extension de un campo de ndmeros K. Sea

p¢ el orden de la p-parte del grupo de clases de K;. Existen
constantes u, A > 0y v € Z tal que

e =up" +Ar+v

para r suficientemente grande.
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@ [ = Gal(Kx/K)

@ AN=N(T") =Zp[l] ~Zp[T]

@ La demostracion del teorema de lwasawa se basa en el
teorema de estructura de A\-modulos.

@ Todo A-mddulo finitamente generado M es pseudo-isomorfo

a un moédulo
N & @A/ p'Ae @ NA/PA.

@ Sea P =[] P, Entonces = p; y A = degP. Definimos el
ideal caracteristico chary(M) = (p*P).

@ Ellimite X = lim X;(p) de las p-partes del grupo de clases X,
de K; es un A-moddulo de torsion.
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Q La conjetura principal de lwasawa
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La conjetura principal de lwasawa

Para un A(G)-mbdulo M definimos M~ el subespacio donde la
conjugacion compleja actua por —1.

Theorem (Mazur & Wiles)
Tenemos la siguiente igualdad de ideales en A(G)~

charye)-(Xs) = (hu).
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e Consecuencias de las relaciones
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El criterio de Kummer

Teorema

p|hg,) « pdivideunode ((-1),{(-3),...,¢(4 - p).

Demostracion:

Plhouy) < Xeo#0
& X #0
& Xy # 0 para algun impar i

@ Como X no tiene submodulos finitos no friviales, para
Y =Wk : G — Zj tenemos

hu(¥) € 25 & eX, =0.
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@ Sabemos que hus (k) € Z5 entonces

p—2 p—3
Xo= P exp= P enXs
i=3 impar n=2 par

@ Seay=r'"""conne{2,4,...,p—-3}.Comon#0
méd (p — 1) tenemos

hur (') = (1= P 1)¢(1 = n).

@ Porlo tanto ey_p X3, = 0siy sblosi¢(1 —n) € Zg.
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Consecuencia: El teorema de Ferrero-Washington

lwasawa conjeturd que u(K€/K) = 0 para ftodo campo de
nameros K.

Teorema
Sea K/Q una extension abeliana. Entonces

u(KE/K) =0.
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